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❚❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s P1 ❛♥❞ P2 ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛♥
❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤ G = (V, E)✱ ✇❤❡r❡ V = {(v1, v2)|v1 ∈ V1, v2 ∈ V2} ❛♥❞ V1
✭r❡s♣✳ V2✮ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♣r♦t❡✐♥ P1 ✭r❡s♣✳ ♣r♦t❡✐♥ P2✮✳ ❆
✈❡rt❡① (i, k) ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ V ♦♥❧② ✐❢ ❛t♦♠s i ∈ V1 ❛♥❞ k ∈ V2 ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❛t♦♠s✳ ❆♥ ❡❞❣❡ ((i, k), (j, l)) ✐s ✐♥ E ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛t♦♠s i ❛♥❞ j ✐♥ ♣r♦t❡✐♥ P1✱ d(i, j)✱ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s k
❛♥❞ l ✐♥ ♣r♦t❡✐♥ P2✱ d(k, l)✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r ✐❢
|d(i, j)− d(k, l)| < τ ✱ ✇❤❡r❡ τ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳
✶✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
■♥ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s P1 ❛♥❞ P2✱ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❤✐❣❤
❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡❞❣❡s ❞❡♥♦t❡s s✐♠✐❧❛r r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❋✐♥❞✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤ ❢♦r s✉❜❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡❞❣❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❞❣❡
❞❡♥s✐t② ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ❝❧✐q✉❡✱ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳
❉❆❙❚ ❬✽❪✱ ❢♦r ❉✐st❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ❙❡❛r❝❤ ❚♦♦❧✱ ❛✐♠s ❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡ ✐♥ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤✳ ❉❆❙❚ ✉s❡s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤s ✇❤❡r❡ r♦✇s
✭r❡s♣✳ ❝♦❧✉♠♥s✮ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s V1 ✭r❡s♣✳ V2✮ ❢r♦♠ ♣r♦t❡✐♥ P1
✭r❡s♣✳ ♣r♦t❡✐♥ P2✮✳ ❆ ✈❡rt❡① (i, j) ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ r❡s✐❞✉❡s
i ❛♥❞ j ❜❡❧♦♥❣ t♦ s✐♠✐❧❛r s❡❝♦♥❞❛r② str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❜♦t❤ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❆♥ ❡❞❣❡ ✐s
Atoms of 
interest in 
protein P
1
Atoms of interest in 
protein P
2
1
2
3
4
1 2 3 4 5
1,1
2,1
4,1 4,3
3,33,2
1,2 1,4
2,4
3,4
4,4
2,5
❋✐❣✳ ✶✳ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤ ✉s❡❞ ❤❡r❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ t✇♦
♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt❡① (1, 1) ❛♥❞ ✈❡rt❡① (3, 2) ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s 1 ❛♥❞ 2 ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ 1 ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛t♦♠s 1 ❛♥❞ 3 ♦❢ ♣r♦t❡✐♥ 2✳
♣r❡s❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡rt❡① (i, j) ❛♥❞ ✈❡rt❡① (k, l) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ |d(i, j)−d(k, l)| < τ ✱
✇❤❡r❡ τ ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❉❆❙❚ ❛r❡
❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❘▼❙❉❞ str✐❝t❧② ❧❡ss t❤❛♥ τ ✳
✶✳✸ ▼❡❛s✉r❡s ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts
▼❛♥② ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳
❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ s❝♦r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧✐❣♥❡❞
r❡s✐❞✉❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❚▼✲s❝♦r❡ ❬✶✸❪ ♦r t❤❡ ❙❚❘❯❈❚❆▲ s❝♦r❡ ❬✶✶❪ ❛♥❞ ❘♦♦t ▼❡❛♥
❙q✉❛r❡ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❘▼❙❉✮ ❜❛s❡❞ s❝♦r❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❘▼❙❉✶✵✵✱ ❙❆❙ ❛♥❞ ●❙❆❙ ❬✺❪✳
●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ n ❞❡✈✐❛t✐♦♥s S = s1, s2, ..., sn✱ ✐ts ❘♦♦t ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s✿
RMSD(S) =
√√√√ 1
n ∗
n∑
i=1
s2i ✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❘▼❙❉ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥
str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✿ RMSDc✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❝❤❡❞ r❡s✐❞✉❡s ❛❢t❡r ♦♣t✐♠❛❧ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✇♦ str✉❝t✉r❡s❀ RMSDd✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐st✲
✐♥❣ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ str✉❝t✉r❡s✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ |d(i, j)❂d(k, l)|✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛✐rs
✏i ↔ k, j ↔ l✑✳ ▲❡t P ❜❡ t❤❡ ❧❛tt❡r s❡t ❛♥❞ Nm✱ ✐ts ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
RMSDd =
√
1
Nm
∗
∑
(ij,kl)∈P
(|d(i, j)❂d(k, l)|2)✳
✷ ▼❡t❤♦❞s
✷✳✶ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✹❪✳ ❇❡✐♥❣
❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✈❡r✱ ❉❆❙❚ ❢❛❝❡s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❧② ❧♦♥❣ r✉♥ t✐♠❡s ❢♦r s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❛t ❣✉❛r✲
❛♥t❡❡s t♦ r❡t✉r♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s RMSDd < 2τ ❛♥❞
RMSDc < τ ✱ ✐❢ s✉❝❤ ❡①✐st✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡t✉r♥ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳ ❘❡t✉r♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐♠✐❧❛r r❡❣✐♦♥s ❝❛♥
♣r♦✈❡ ✉s❡❢✉❧✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ♠❛② ❜❡
♣r❡s❡♥t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡ ✐♥ ❛ ♣r♦t❡✐♥ ♦r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❤✐❣❤❧② ✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✲
t❡✐♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✐♠✐❧❛r r❡❣✐♦♥s r❡q✉✐r❡s ❛ ♠♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝✲❜❛s❡❞ t♦♦❧s✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss
❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳
❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡ s❡❛r❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❉❆❙❚✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ t❡st✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ❛♠♦♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛❞ ✐♥ ❉❆❙❚✱
✇❡ ♦♥❧② t❡st t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡r② ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡t ❛♥❞ ❛♥
✐♥✐t✐❛❧ 3✲❝❧✐q✉❡✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s❡❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♦❧✐❞ ♦❜❥❡❝t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ♦❢ ✐ts ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t
❝♦❧❧✐♥❡❛r✳
✷✳✷ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ st❡♣s✿
✕ ❙❡❡❞s ✐♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤ ❛r❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛ s❡❡❞ ✐s ❛ s❡t ♦❢
t❤r❡❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t✇♦ tr✐❛♥❣❧❡s ✭♦♥❡ ✐♥
❡❛❝❤ ♣r♦t❡✐♥✮ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳
✕ ❊❛❝❤ s❡❡❞ ✐s t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞✳ ❊①t❡♥❞✐♥❣ ❛ s❡❡❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢
❛t♦♠s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ t❤❡ s❡❡❞ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❜♦t❤ ♣r♦t❡✐♥s✱ t♦ t❤❡
s❡t ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❛t♦♠s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡ s❡❡❞✳ ❙❡❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳
✕ ❊❛❝❤ s❡❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ✜❧t❡r❡❞✳ ❊①t❡♥s✐♦♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺
❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♠♦✈✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ❛t♦♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♠❛t❝❤ ❝♦rr❡❝t❧②✳
❋✐❧t❡r❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ r❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s✐③❡ ✲ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞
♣❛✐rs ♦❢ ❛t♦♠s ✲ ❛♥❞ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❡st ♠❛t❝❤❡s ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡ss ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s O(|V | ∗ |E|3/2)✳
✷✳✸ ❙❡❡❞ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥
❆ s❡❡❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❛t♦♠s t❤❛t ❢♦r♠ s✐♠✐❧❛r tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥ ❜♦t❤ ♣r♦✲
t❡✐♥s✳ ❆ tr✐❛♥❣❧❡ IJK ✐♥ ♣r♦t❡✐♥ P1 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ tr✐❛♥❣❧❡ I ′J ′K ′
✐♥ ♣r♦t❡✐♥ P2 ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✿ |d(I, J) − d(I ′, J ′)| < τ ✱
|d(I,K) − d(I ′,K ′)| < τ ❛♥❞ |d(J,K)− d(J ′,K ′)| < τ ✳ ❍❡r❡✱ d ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡✉✲
❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ τ ✐s ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡
❢♦r τ ✐s 2.0 ➴♥❣strö♠s✳
■♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ s❡❡❞ (vi = (I, I ′), vj =
(J, J ′), vk = (K,K
′)) ✐♥ ❣r❛♣❤ G(V,E) tr❛♥s❧❛t❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ (vi, vj) ∈ E✱
(vi, vk) ∈ E ❛♥❞ (vj , vk) ∈ E✳
❆ s❡❡❞ t❤✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ 3✲❝❧✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤❀ ✐✳❡✳✱ t❤r❡❡
✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❊♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❡❡❞s ✐s t❤❡r❡❢❡♦r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❡✈❡r② 3✲❝❧✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤✳
◆♦t ❛❧❧ 3✲❝❧✐q✉❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❙✉✐t❛❜❧❡ 3✲❝❧✐q✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
tr✐❛♥❣❧❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② s✉♣❡r✲
✐♠♣♦s❡ t❤❡♠✳ ◆❛♠❡❧②✱ 3✲❝❧✐q✉❡s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ tr✐❛♥❣❧❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ t♦♦
✏✢❛t✑ ✇✐❧❧ ♥♦t ②✐❡❧❞ ❛ ✉s❡❢✉❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤✉s ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s
✐♥ ❜♦t❤ ♣r♦t❡✐♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡❡❞ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞ ♣♦✐♥ts
✭♦r ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❜❡✐♥❣ ❛❧✐❣♥❡❞✮✳ ❚❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s
st❡♣ ✐s O(|E|3/2) ✉s✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢r♦♠ ❬✾❪✳
✷✳✹ ❙❡❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥
❊①t❡♥❞✐♥❣ ❛ s❡❡❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❛✐rs
♦❢ ❛t♦♠s t❤❛t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠❛t❝❤ ✇❡❧❧ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦
tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❡❞ ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧❧② s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ s✉♣❡rs❡t ♦❢
♣❛✐rs ♦❢ ❛t♦♠s t❤❛t ♠❛t❝❤ ✇❡❧❧ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛✐rs
♦❢ ❛t♦♠s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ s❡❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s
st❡♣ ✐s O(|V |)✳
✷✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ ✜❧t❡r✐♥❣
■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ ✐ss✉❡s ✇✐t❤ s②♠♠❡tr② ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣
♣❛✐r ❛r❡ r♦✉❣❤❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❡❞
❛t♦♠s✮✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜❧t❡r s❡❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T t♦ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❢r♦♠
t❤❡ s❡❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ♣r♦t❡✐♥ ♦♥t♦ t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛st✱ q✉❛t❡r♥✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬✼❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛t♦♠s ✭▲✱▲✬✮ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
❛ s❡❡❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ T (L) ❛♥❞ L′✳ ■❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ✱ t❤❡ ♣❛✐r ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s st❡♣ ✐s O(|V |) ♣❡r s❡❡❞✳
✷✳✻ ●✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✬ RMSD s❝♦r❡s
❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❘▼❙❉ ❢♦r ❛ r❡s✉❧t✐♥❣
❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ τ ✿ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❧✐❣♥❡❞ r❡s✐❞✉❡s ❛❢t❡r s✉♣❡r✲
✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ str✉❝t✉r❡s ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ τ ✳
■♥t❡r♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛✐r ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡ s❡❡❞ ✐s ❛❧s♦
❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ τ ✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❛t♦♠s✱ ✇❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ♣♦ss✐❜❧❡
❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s 2∗ τ ✱ s❡❡ ❋✐❣ ✷✳ ❚❤❡ ✇♦rst ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t✇♦
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❛t♦♠s vl = (L,L′) ❛♥❞ vm = (M,M ′)✱ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ ❛ s❡❡❞ (vi, vj , vk)✱ ❤❛✈❡ ❛t♦♠s L✱ L′✱M ❛♥❞M ′ ❛❧✐❣♥❡❞✱ ❛❢t❡r s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥✱
❛♥❞ ❛t♦♠s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣r♦t❡✐♥ ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r
❛t♦♠s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t d(L,L′) < τ ❛♥❞ d(M,M ′) <
τ ❀ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t |d(L,M)− d(L′,M ′)| < 2 ∗ τ ✳
v i=(I , I ')
v j=(J , J ')
vk=(K , K ')
v l= L, L'  vm=M ,M ' 
d  L, L'  d M ,M ' 
❋✐❣✳ ✷✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♣❛✐rs ♦❢ ❛t♦♠s vl = (L, L
′) ❛♥❞ vm = (M, M
′)✱ ❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ②❡❧❧♦✇✱ ❛❞❞❡❞ t♦
❛ s❡❡❞ (vi, vj , vk) r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✱ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤✳
✷✳✼ ❘❡s✉❧t r❛♥❦✐♥❣
❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s✱ ✇❡ ❢❛❝❡ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿ ✜♥❞✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts
t❤❛t ❛r❡ ❜♦t❤ ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❧♦✇ RMSD s❝♦r❡s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛♥② r❡t✉r♥❡❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ RMSDd ❧♦✇❡r ♦r
❡q✉❛❧ t♦ t✇✐❝❡ ❛ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r τ ✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡ r❡s♣♦♥✲
s❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r RMSD s❝♦r❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ r❛♥❦✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠ t♦ t❤✐s RMSD t❤r❡s❤♦❧❞ s✐♠♣❧② ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡✐r ❧❡♥❣t❤s ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤✱ s❡✈❡r❛❧
s❡❡❞s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ r❡t✉r♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞
❞✐st✐♥❝t s✐♠✐❧❛r r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ t✇♦ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ s❤♦rt❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦✳
❚✇♦ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r✱ ✇❤❡♥ t❤❡② s❤❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛✐rs ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ♦r ❡✈❡♥ s❡t t♦ ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❛r❡❞
❛❧✐❣♥♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ r❛♥❦✐♥❣ r❡s✉❧ts ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ t✇♦ r❡t✉r♥❡❞
❛❧✐❣♥♠❡♥ts ♠❛t❝❤ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣r♦t❡✐♥ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣r♦t❡✐♥✳
✸ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠
✸✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡✐♥❣ O(|V | ∗ |E|3/2)✱ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❧❛r❣❡
♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✲ ✐✳❡✳✱ ✉s✐♥❣ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤s
✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✲ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
❤♦✇❡✈❡r ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s✳
❋✐❣✳ ✸ s❤♦✇s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ s❡❡❞s ❛r❡
tr❡❛t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ✜♥❡r
❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡❡❞✳
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1
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1
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1
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1
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1
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1
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1
: Filtering
neighbors i
2
∩neighbors  j
2
∩neighbors k
2
seed
2
i
2
, j
2
, k
2
: Filtering
neighbors in∩neighbors jn∩neighborsknseed nin, jn , k n: Filtering
.
.
.
Coarse-grain 
parallelism
Fine-grain parallelism
Enumeration Extension
❋✐❣✳ ✸✳ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳
✸✳✷ ❈♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ s❡❡❞s ✲ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ s❡❡❞s ✲ s❡❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✲ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❆ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s
❝❛♥ ❜❡ s♣❛✇♥❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡✱ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s❡❡❞s ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡♥▼P st❛♥❞❛r❞ ❬✷❪✳
❚❤r❡❛❞s✱ ❤♦✇❡✈❡r ♥❡❡❞ t♦ s❤❛r❡ t❤❡✐r r❡s✉❧ts t♦ ♣♦♣✉❧❛t❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧✐st ♦❢ r❡✲
s✉❧ts✳ ■♥s❡rt✐♥❣ ♥❡✇ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤✐s ❣❧♦❜❛❧✲r❡s✉❧t ❧✐st ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ r❛t❤❡r ✐♥❡✣❝✐❡♥t✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤r❡❛❞ s❛❢❡t② ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❧♦❝❦s ❛r♦✉♥❞ ❛❝❝❡ss❡s
t♦ t❤✐s r❡s✉❧t ❧✐st✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❧♦❝❦s✱ t❤r❡❛❞s ✇♦✉❧❞ ♦❢t❡♥ st❛❧❧ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐♥s❡rt✐♥❣
❛ ♥❡✇ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❧♦st ♦♥ t❤❡s❡ ❛❝❝❡ss❡s ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s ✐♥ ✉s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✇❤❡♥ ✐♥s❡rt✐♥❣
❛ ♥❡✇ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❧✐st✱ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ♣r✐✈❛t❡ ❧✐st✳ ❚❤❡s❡
❧✐sts ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ❢♦r♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✉❧t ❧✐st✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤r❡❛❞s
t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥✱ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ s❡❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛❧✐❣♥♠❡♥t
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❧✐st✱ ✐t ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ t❤✉s ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣✳
❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ r❡s✉❧t ❧✐st✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✐③❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❛❞
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧
s✐③❡ ❢♦✉♥❞ s♦ ❢❛r ❜② ❛❧❧ t❤r❡❛❞s✳ ❙❤❛r✐♥❣ ♦♥❧② t❤✐s ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ s✐③❡ ❛♠♦♥❣
t❤r❡❛❞s ✐s ♥♦t ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡
❞✐st✐♥❝t♥❡ss ♦❢ t✇♦ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡❛❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s♠❛❧❧❡r s✐♠✐❧❛r
r❡❣✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇r♦♥❣❧② ❞✐s❝❛r❞❡❞✳
✸✳✸ ❋✐♥❡✲❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
❙❡❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❛❦❡s ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ s❡t ✐♥t❡r❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ❜✐t ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs s❡t ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡s❡ ❜✐t ✈❡❝t♦rs
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✹✮✳ ❋♦r
❛ ✈❡rt❡① vi✱ ❛ ❜✐t ✐s s❡t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ j ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✈❡rt✐❝❡s vi ❛♥❞ vj ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
✐♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤✳
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neighboors (v i) :
❋✐❣✳ ✹✳ ❇✐t ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ✈❡rt❡① vi ✐♥ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤
G(V, E)✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ vj ✉♥❧✐❦❡ vk ✐s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ vi✳
❚❤✐s ❜✐t ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs s❡ts ❛❧❧♦✇s ❜✐t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥s ♦❢ s❡t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❡✈❡r② ✇♦r❞ ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡ts ②✐❡❧❞s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳
■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❙❙❊✶ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❛t♦♠✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❙❙❊ r❡❣✐st❡rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡
✭t②♣✐❝❛❧❧② ✶✷✽ ♦r ✷✺✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s♣❛rs❡ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s❡t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
t♦ ♣❡r❢♦r♠✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✈❡rt✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❡s
❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ❛t♦♠✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ✈❡r✲
t✐❝❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❡t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s
s♣❛rs❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s st✐❧❧ ❢❛st❡r ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤s t❡♥❞ t♦ ❜❡
❞❡♥s❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ ♦✉r
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞✐s❝❛r❞ s❡❡❞s✱ ✇❤❡♥
❧❛r❣❡r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ s♣❛rs❡ s❡t ✐s ♥♦t
❛s tr✐✈✐❛❧ ❛s ✐t ✐s ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s❡ s❡t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ s♣❛rs❡ s❡t✱ ✇❡
✉s❡ ❛ ❜✉✐❧t✲✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✭P❖P❈◆❚✮ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❙❙❊✹✳ ❚❤✐s
♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡t✉r♥s✱ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts s❡t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡
✇♦r❞✳ ❋♦r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ✇✐t❤♦✉t ❛ ❜✉✐❧t✲✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t ✐♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛ s❧♦✇❡r
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳
✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡❝t ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s ✭P❉❇ ■❉s ✹❝❧♥❛ ❛♥❞ ✷❜❜♠❛✮✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦t❡✐♥s ❛r❡
❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ s✐♠✐❧❛r ❞♦♠❛✐♥s ✲ ♥❛♠❡❞ ❆ ❛♥❞ ❇ ✭r❡s♣✳ ❈ ❛♥❞ ❉✮ ❢♦r
t❤❡ ✜rst ♣r♦t❡✐♥ ✭r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞ ♣r♦t❡✐♥✮✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ❜r✐❞❣❡✳ ❊①✐st✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s P❆❯▲ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ♦♥❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥t❛❝t ♠❛♣ ♦✈❡r❧❛♣ ✭❈▼❖✮
❬✶❪✱ t❡♥❞ t♦ ♠❛t❝❤ ❜♦t❤ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥t❡❣r❛❧❧②✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❧❛r❣❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❜✉t ♣♦♦r❡r
❘▼❙❉ s❝♦r❡s✳ ❚▼❴❛❧✐❣♥ ❬✶✹❪✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦♦❧ ❢♦r ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ♦♥❧②
♠❛t❝❤❡s ❞♦♠❛✐♥ ❆ ♦♥t♦ ❞♦♠❛✐♥ ❈✳ ❚❤❡ ❢♦✉r t♦♣ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r t♦♦❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛❧❧ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❖✉r t♦♦❧ ✇❛s r✉♥ ✉s✐♥❣ 12
❝♦r❡s ♦❢ ❛♥ ■♥t❡❧✭❘✮ ❳❡♦♥✭❘✮ ❈P❯ ❊✺✻✹✺ ❅ ✷✳✹✵●❍③ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞
✶ ❙tr❡❛♠✐♥❣ ❙■▼❉ ❊①t❡♥s✐♦♥s
✇❛s s❡t t♦ 7 ➴♥❣strö♠s ❛♥❞ t♦ 2 ➴♥❣strö♠s ✐♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤✳ ❙❝♦r❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳
❈▼❖ P❆❯▲ ❚▼❆❧✐❣♥ ❆❈ ❇❉ ❆❉ ❇❈
★ ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞ r❡s✐❞✉❡s ✶✹✽ ✶✹✽ ✼✾ ✼✷ ✼✵ ✻✻ ✻✹
✪ ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞ r❡s✐❞✉❡s ✶✵✵ ✶✵✵ ✺✸✳✹ ✹✽✳✼ ✹✼✳✸ ✹✹✳✻ ✹✸✳✷
❘▼❙❉❝ ✶✹✳✼✽✶ ✶✹✳✼✽✶ ✷✳✾✸✺ ✷✳✵✹✽ ✶✳✼✸✶ ✶ ✳✺✾✷ ✷✳✷✶✵
❘▼❙❉❞ ✶✵✳✽✸✽ ✶✵✳✽✸✽ ✷✳✻✷✼ ✶✳✼✾✼ ✶✳✹✼✺ ✶ ✳✹✶✹ ✶✳✼✼✵
❚▼❴s❝♦r❡ ✵✳✶✻✶ ✵✳✶✻✶ ✵ ✳✹✷✷ ✵✳✹✶✶ ✵ ✳✹✷✷ ✵✳✹✵✺ ✵✳✸✺✽
❚❛❜❧❡ ✶✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts r❡t✉r♥❡❞ ❜② ♦t❤❡r t♦♦❧s ✲ ❝♦❧✉♠♥s ✷ t❤r♦✉❣❤ ✹ ✲
❛♥❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✲ ❝♦❧✉♠♥s ✺ t❤r♦✉❣❤ ✽✳ ❇❡st s❝♦r❡s ❛r❡ ✐♥ ✐t❛❧✐❝s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ♦✉r ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ r✉♥
t✐♠❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤r❡❛❞s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❧❛r❣❡
✐♥st❛♥❝❡✳ ❆♥② ✐♥st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ✇❤❡♥ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❛❧✐❣♥♠❡♥t
❣r❛♣❤ ❢♦r t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s 15024 ✈❡rt✐❝❡s ❢♦r 9565358 ❡❞❣❡s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✇❡r❡ r✉♥ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦r❡s ♦❢ ❛♥ ■♥t❡❧✭❘✮ ❳❡♦♥✭❘✮ ❈P❯ ❊✺✻✹✺
❅ ✷✳✹✵●❍③✳ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s r✉♥ t✐♠❡s ❛♥❞ s♣❡❡❞✉♣s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❈P❯ ❝♦r❡s✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞✉♣ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❡②♦♥❞ 12
❝♦r❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✲ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ RMSD s❝♦r❡s ✲
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ 30 s❡❝♦♥❞s ✇✐t❤ ❛ s♣❛rs❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤✳
★ ♦❢ ❝♦r❡s 1 2 3 4 6 8 12 16 20 24
❘✉♥ t✐♠❡ ✭s✮ 6479 3696 2494 1932 1374 1072 781 723 676 643
❙♣❡❡❞✉♣ 1 1.8 2.6 3.4 4.7 6.0 8.3 9.0 9.6 10.1
❚❛❜❧❡ ✷✳ ❘✉♥ t✐♠❡s ❛♥❞ s♣❡❡❞✉♣s ❢♦r ✈❛r②✐♥❣ ★ ♦❢ ❝♦r❡s✳
❋✐❣✳ ✺ s❤♦✇s r✉♥ t✐♠❡s ❢♦r ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❡
s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✲ 21904✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r✉♥ ✉s✐♥❣ 12 ❝♦r❡s ♦❢ ❛♥
■♥t❡❧✭❘✮ ❳❡♦♥✭❘✮ ❈P❯ ❊✺✻✹✺ ❅ ✷✳✹✵●❍③✳ ■♥♣✉t ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤s ✇❡r❡ ❛❧❧ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ t✇♦ ♣r♦t❡✐♥s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ✈❛r②✐♥❣
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❘◆❆ str✉❝t✉r❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♣r♦t❡✐♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢✉t✉r❡
✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡s ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s t♦ ❛❧❧♦✇ ❧❛r❣❡r ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤s t♦ ❜❡ ❝♦♠✲
♣✉t❡❞✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
✶✳ ❘✉♠❡♥ ❆♥❞♦♥♦✈✱ ◆♦ë❧ ▼❛❧♦❞✲❉♦❣♥✐♥✱ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛ ❨❛♥❡✈✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❝♦♥t❛❝t ♠❛♣
♦✈❡r❧❛♣ r❡✈✐s✐t❡❞✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✱ ✶✽✭✶✮✿✷✼✕✹✶✱ ✷✵✶✶✳
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❋✐❣✳ ✺✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r✉♥ t✐♠❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ★ ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❣r❛♣❤✳
✷✳ ▲❡♦♥❛r❞♦ ❉❛❣✉♠ ❛♥❞ ❘❛♠❡s❤ ▼❡♥♦♥✳ ❖♣❡♥♠♣✿ ❛♥ ✐♥❞✉str② st❛♥❞❛r❞ ❛♣✐ ❢♦r
s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ■❊❊❊✱
✺✭✶✮✿✹✻✕✺✺✱ ✶✾✾✽✳
✸✳ ❏❡❛♥✲❋r❛♥❝♦✐s ●✐❜r❛t✱ ❚❤♦♠❛s ▼❛❞❡❥✱ ❛♥❞ ❙t❡♣❤❡♥ ❍ ❇r②❛♥t✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✲
✐t✐❡s ✐♥ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❈✉rr❡♥t ♦♣✐♥✐♦♥ ✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❜✐♦❧♦❣②✱ ✻✭✸✮✿✸✼✼✕✸✽✺✱
✶✾✾✻✳
✹✳ ❘✐❝❤❛r❞ ▼ ❑❛r♣✳ ❘❡❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❛♠♦♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✶✾✼✷✳
✺✳ ❘❛❝❤❡❧ ❑♦❧♦❞♥②✱ P❛tr✐❝❡ ❑♦❡❤❧✱ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ▲❡✈✐tt✳ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s✿ s❝♦r✐♥❣ ❜② ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♦❧♦❣②✱ ✸✹✻✭✹✮✿✶✶✼✸✕✶✶✽✽✱ ✷✵✵✺✳
✻✳ ❏❛♥❡③ ❑♦♥❝ ❛♥❞ ❉✉➨❛♥❦❛ ❏❛♥❡➸✐↔✳ Pr♦❜✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ str✉❝✲
t✉r❛❧❧② s✐♠✐❧❛r ♣r♦t❡✐♥ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t❡s ❜② ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱
✷✻✭✾✮✿✶✶✻✵✕✶✶✻✽✱ ✷✵✶✵✳
✼✳ P✉ ▲✐✉✱ ❉✐♠✐tr✐s ❑ ❆❣r❛✜♦t✐s✱ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ▲ ❚❤❡♦❜❛❧❞✳ ❋❛st ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❢♦r ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❝❤❡♠✐str②✱ ✸✶✭✼✮✿✶✺✻✶✕✶✺✻✸✱ ✷✵✶✵✳
✽✳ ◆♦ë❧ ▼❛❧♦❞✲❉♦❣♥✐♥✱ ❘✉♠❡♥ ❆♥❞♦♥♦✈✱ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛ ❨❛♥❡✈✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❝❧✐q✉❡s ✐♥ ♣r♦✲
t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ■♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣❛❣❡s ✶✵✻✕✶✶✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱
✷✵✶✵✳
✾✳ ❚❤♦♠❛s ❙❝❤❛♥❦ ❛♥❞ ❉♦r♦t❤❡❛ ❲❛❣♥❡r✳ ❋✐♥❞✐♥❣✱ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛♥❞ ❧✐st✐♥❣ ❛❧❧ tr✐❛♥❣❧❡s
✐♥ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤s✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞②✳ ■♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❊✣❝✐❡♥t ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱
♣❛❣❡s ✻✵✻✕✻✵✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✺✳
✶✵✳ ❙t❡❢❛♥ ❙❝❤♠✐tt✱ ❉❛♥✐❡❧ ❑✉❤♥✱ ●❡r❤❛r❞ ❑❧❡❜❡✱ ❡t ❛❧✳ ❆ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡❝t r❡❧❛t❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♣r♦t❡✐♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦❧❞ ❤♦♠♦❧♦❣②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❜✐♦❧♦❣②✱ ✸✷✸✭✷✮✿✸✽✼✕✹✵✻✱ ✷✵✵✷✳
✶✶✳ ❙ ❙✉❜❜✐❛❤✱ ❉❱ ▲❛✉r❡♥ts✱ ❛♥❞ ▼ ▲❡✈✐tt✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ❞♥❛✲❜✐♥❞✐♥❣ ❞♦✲
♠❛✐♥s ♦❢ ❜❛❝t❡r✐♦♣❤❛❣❡ r❡♣r❡ss♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜✐♥ ❝♦r❡✳ ❈✉rr❡♥t ❇✐♦❧♦❣②✱ ✸✭✸✮✿✶✹✶✕
✶✹✽✱ ✶✾✾✸✳
✶✷✳ ■♥❦❡♥ ❲♦❤❧❡rs✱ ▲❛rs P❡t③♦❧❞✱ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ❉♦♠✐♥❣✉❡s✱ ❛♥❞ ●✉♥♥❛r ❑❧❛✉✳ P❛✉❧✿ Pr♦✲
t❡✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥✳ ❇▼❈ ❇✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ✶✵✭❙✉♣♣❧ ✶✸✮✿P✷✱ ✷✵✵✾✳
✶✸✳ ❨❛♥❣ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❏❡✛r❡② ❙❦♦❧♥✐❝❦✳ ❙❝♦r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢
♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ t❡♠♣❧❛t❡ q✉❛❧✐t②✳ Pr♦t❡✐♥s✿ ❙tr✉❝t✉r❡✱ ❋✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❇✐♦✐♥❢♦r✲
♠❛t✐❝s✱ ✺✼✭✹✮✿✼✵✷✕✼✶✵✱ ✷✵✵✹✳
✶✹✳ ❨❛♥❣ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❏❡✛r❡② ❙❦♦❧♥✐❝❦✳ ❚♠✲❛❧✐❣♥✿ ❛ ♣r♦t❡✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦✲
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